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École Nationale Supérieure d’Électrochimie et d’Électrométallurgie de
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Résumé

Les circuits équivalents qui ont pour structure celle du circuit de Randles où le
condensateur de double couche est branché sur l’ensemble de l’impédance faradique et
celui de Randles modifié où le condensateur de double couche n’est branché que sur
la résistance de transfert sont comparés. On étudie les circuits dans différents cas de
transport de matière. On définit un critère quantitatif de confusion des graphes qui
permet de tracer des diagrammes de zones de discernabilité pratique des circuits. Les
conditions d’identité des graphes des deux sortes de circuit sont étudiées.
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1 Introduction

On sait que différents circuits électriques équivalents peuvent expliquer des résultats
de SIE de manière équivalente, c’est-à-dire qu’ils présentent les mêmes graphes d’impé-
dance quelle que soit la fréquence. Ces circuits sont appelés circuits identiques [1], am-
bigus [2], dégénérés[3], non-distinguables ou non-discernables [4]. Un referee a suggéré
d’utiliser en anglais l’expression two-terminal non-distinguishable (TTND) circuits [5].
Pour de tels circuits, connaissant les valeurs des composants de l’un, il est possible de
calculer les valeurs des composants de l’autre de telle sorte que les impédances des deux
circuits soient égales à toute fréquence. Des méthodes de calcul permettent d’ailleurs de
déterminer de façon exhaustive l’ensemble des CE non-discernables à partir de l’expres-
sion de leur immittance, impédance ou admittance [6].

Étudier les conditions telles que les impédances de circuits théoriquement discer-
nables, c’est-à-dire de structures différentes, ne le soient pas en pratique est un autre
problème abordé ci-dessous.

Le problème de comparaison des graphes d’impédance des circuits de la Fig. 1 a été
évoqué par Ferloni et al. [7] lors de l’étude de polymères conducteurs électroniques. Les
auteurs écrivent : “When the time scale of the ion diffusion process differs from that of

the charge-transfer phenomena the electrical response of circuit of Fig. 1.1 is the same

as that of Fig. 1.2”.
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Fig. 1 – Circuit de Randles et circuit de Randles modifié pour les conditions de diffusion
restreinte.

Montella a montré dans le cas des réactions d’insertion en une ou deux étapes que
les impédances théoriquement discernables pouvaient ne pas l’être expérimentalement
pour certaines valeurs des paramètres des réactions [8].

Les graphes d’impédance des circuits 1.1 and 1.2 sont comparés sur la Fig. 2 pour
des constantes de temps de diffusion (τd) et de transfert de charge (τf) très différentes
(T = τf/τd = 10−3) et différentes valeurs du rapport des résistances de transfert de
charge et de diffusion, ρ = Rct/Rd (Éqs. (14)-(18)).

Les deux circuits discernables de la Fig. 1 présentent, pour certaines valeurs des pa-
ramètres du circuit, les “mêmes” graphes d’impédance et, donc, deviennent expérimentalement
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Fig. 2 – Graphes de Nyquist des impédances réduites (Z∗ = Z/(Rtc + Rd)) des circuits
de Randles (courbe en trait épais) et Randles modifié (courbe en trait fin) pour la diffusion
restreinte. T = 10−3, ρ = 1 (a), 0.3 (b), 10−1 (c), Point : uc = ω τd = 3.88.

indiscernables à l’aide de mesures d’impédance. La Fig. 2 montre les limites de l’affir-
mation de Ferloni et al. [7]. Les graphes de Nyquist sont identiques pour des valeurs
égales des résistances de diffusion et de transfert d’électrons (ρ = 1), ils sont voisins
pour ρ = 0.3 et différents pour ρ = 10−1. L’affirmation de Ferloni est donc fausse pour
des valeurs petites de ρ, même lorsque le rapport entre les deux constantes de temps
τd/τf est égal à 103.

Afin de comparer quantitativement les graphes de deux impédances Z1 et Z2, il est
possible d’utiliser un critère de type χ2 analogue à celui utilisé lors de l’identification
paramétrique de graphes d’impédance expérimentaux. Nous avons choisi un critère qua-
dratique classique utilisé pour l’identification de résultats expérimentaux à l’aide de
circuits électriques équivalents [5] :

χ2 =
1

n

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

Z1(ui) − Z2(ui)

Z1(ui)

∣

∣

∣

∣

2

(1)

où |Z| désigne le module de l’impédance et n le nombre de points de calcul. Ce critère
est successivement appliqué aux circuits électriques de Randles et Randles modifié dans
le cas de la diffusion semi-infinie, diffusion-convection et diffusion restreinte.

2 Circuit de Randles pour la diffusion semi-infinie

Le circuit équivalent de la Fig. 3.1 a été initialement proposé par Randles [9] dans
le cas de la diffusion semi-infinie. L’impédance du ciruit de Randles 3.1 s’écrit pour la
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diffusion semi-infinie :

Z1(u) =
1

i ω Cdl +
1

Rct +
(1 − i) σ√

ω

(2)

et celle du circuit modifié 3.2 :

Z2(u) =
Rct

1 + Rct Cdl ω
+

(1 − i) σ√
ω

(3)

Les structures des impédances données par les Éqs. (2) et (3) sont différentes et les deux
circuits 3.1 et 3.2 sont par conséquent discernables.
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Fig. 3 – Circuit de Randles (1) et Randles modifié (2) pour la diffusion semi-infinie.

Les impédances adimensionnelles, ou réduites, sont données pour les deux circuits
par :

Z∗

1
(u) =

Z1(u)

Rct

=
1

iT u +
1

1 +
1 − i√

u

(4)

Z∗

2(u) =
Z2(u)

Rct

=
1

1 + i T u
+

1 − i√
u

(5)

où u = ω R2

ct
/σ2 et T = Cdl σ

2/Rct. Les deux impédances ne dépendent que de la variable
T qui définit la pulsation caractéristique uc = 1/T . Cette pulsation caractéristique est
voisine de la fréquence du sommet de l’arc haute fréquence, lorsque celui-ci existe, comme
le montre la Fig. 4. L’évolution de log χ2 avec log T , tracée pour :

u ∈ [uc/103, 102 uc] (6)

avec 8 points par décade de fréquence est présentée sur la Fig. 5. La condition que doit
remplir T pour que l’écart entre les deux graphes soit inférieur à une valeur donnée se
déduit de la Fig. 5. La condition T < 5 × 10−3 (lignes en pointillé de la Fig. 5) assure
que χ2 < 1%.
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Fig. 4 – Graphes de Nyquist des impédances réduites des circuits de Randles (courbe en
trait épais) et Randles modifié (courbe en trait fin) pour la diffusion semi-infinie. T =
10−4; (a), 10−2 (b), 6 × 10−2 (c), Points : uc = 1/T .

-3 -2 -1 0
log T

-2

0

2

lo
g
Χ

2

Fig. 5 – Évolution de log χ2 avec log T pour les impédances des deux circuits de la Fig. 3.

3 Circuit de Randles pour la diffusion-convection

Le circuit de Randles de la Fig. 6 est largement utilisé pour décrire de nombreuses
réactions électrochimiques, telles que les réactions étudiées sur électrode à disque tour-
nant, en remplaçant l’impédance de diffusion semi-infinie par l’impédance de diffusion-
convection, dérivée en premier by Llopis [11], puis par Sluyters [12], Yzermans [13],
Drosbach et Schultz [14], et Schuhmann [15, 16]. L’impédance du circuit 6.1 s’écrit :

Z1(u) =

Rct +
Rd th

√
i u√

iu

1 + i (u/τd) Cdl

(

Rct +
Rd th

√
iu√

i u

) , u = τd ω, τd = δ2/D (7)

et pour le circuit de Randles modifié 6.2 :

Z2(u) =
Rct

1 + i (u/τd )CdlRct

+
Rd th

√
i u√

iu
(8)

Les structures des impédances (Éqs. (7) et (8)) sont différentes et les deux circuits
6.1 et 6.2 sont donc théoriquement discernables. Les impédances adimensionnelles des
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Fig. 6 – Circuit de Randles (1) et Randles modifié (2) pour la diffusion-convection.

deux circuits sont données par :

Z∗

1
(u) =

Z1(u)

Rct + Rd

=

1 +
th

√
i u

ρ
√

iu
(

1 +
1

ρ

)

(

1 + i u T + i u
T

ρ

th
√

i u

ρ
√

i u

) (9)

Z∗

2
(u) =

Z2(u)

Rct + Rd

=
1

1 + ρ

(

ρ

1 + iu T
+

th
√

i u√
iu

)

(10)

avec :
ρ = Rct/Rd, T = τf/τd, τf = Rct Cdl (11)

Les differents graphes d’impédance pour le circuit de Randles pour la diffusion-convection
et le circuit de Randles modifié sont présentés sur la Fig. 7.
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Fig. 7 – Tableaux des graphes de Nyquist et de Bode en module des impédances du circuit
de Randles 6.1 (traits épais) et du circuit de Randles modifié 6.2 (traits fins) pour l’impédance
de diffusion-convection.

Les graphes d’impédance sont identiques lorsque la valeur de ρ est suffisamment
élevée et celle de T suffisamment petite. Plus T est grand, plus ρ doit l’être pour que
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les graphes soient semblables comme le montre les graphes des Figs. 7. Le critère χ2

(Eq. 1) dépend des valeurs des constantes de temps τf et τd, de la plage de pulsation
de comparaison et du nombre de points de calcul. Les deux pulsations caractéristiques
pour l’impédance Z2 (Eq. 10) sont données par :

uc1 = τd/τf = 1/T, uc2 = 2.54 (12)

où uc2 est la pulsation adimensionnelle au sommet de l’arc d’équation th
√

i u/
√

i u. Il
est possible de tracer l’évolution du critère χ2 avec ρ and γ dans une représentation tri-
dimensionnelle ou de tracer une courbe de contour, lieu de même valeur d’une fonction,
pour une valeur de χ2 donnée (Fig. 8). La plage de pulsation de calcul est définie par :

u ∈ [min(uc1, uc2)/102, 102 max(uc1, uc2)] (13)

afin d’encadrer de deux décades les deux fréquences caractéristiques.

La courbe de contour est assimilable à une droite de pente 1/2 pour T < 1 et de
pente unitaire pour T > 1.
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Fig. 8 – Représentation tri-dimensionnelle de l’évolution du critère χ2 et zone de non-
discernabilité pratique entre les circuits de Randles 6.1 et Randles modifié 6.2 pour l’impédance
de diffusion-convection, calculée pour χ2 < 1%.

4 Circuit de Randles pour la diffusion restreinte

Soient les deux circuits de la Fig. 1 dont les impédances sont données par :

Z1(u) =

Rct +
Rd coth

√
iu√

iu

1 + i (u/τd) Cdl

(

Rct +
Rd coth

√
i u√

i u

) , u = τd ω, τd = δ2/D (14)

Z2(u) =
Rct

1 + i (u/τd ) CdlRct

+
Rd coth

√
iu√

iu
(15)
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Les structures des Éqs. (14) et (15) sont différentes et les deux circuits de la Fig. 1
sont donc théoriquement discernables. Les impédances adimensionnelles de ces circuits
s’écrivent :

Z∗

1 (u) =
Z1(u)

Rct + Rd

=

1 +
coth

√
iu

ρ
√

iu
(

1 +
1

ρ

)

(

1 + i u T + i u
T

ρ

coth
√

i u

ρ
√

i u

) (16)

Z∗

2
(u) =

Z2(u)

Rct + Rd

=
1

1 + ρ

(

ρ

1 + iu T
+

coth
√

i u√
iu

)

(17)

où :
ρ = Rct/Rd, T = τf/τd, τf = Rct Cdl (18)

L’étude des formes de graphes a été effectuée précédemment [8]. Ils sont présentés sur
la Fig. 9. Les graphes d’impédance sont identiques, comme pour une impédance de
diffusion-convection, lorsque la valeur de ρ est suffisament élevée et celle de T suffisam-
ment petite.
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Fig. 9 – Tableaux des graphes de Nyquist et de Bode en module des impédances du circuit
de Randles 1.1 (traits épais) et du circuit de Randles modifié 1.2 (traits fins) pour l’impédance
de diffusion restreinte.

Les deux pulsations caractéristiques pour l’impédance Z2 (Eq. 17) sont données par :

uc1 = τd/τf = 1/T, uc2 = 3.88 (19)

où uc2 est la pulsation caractéristique définie selon −Im Zd = limu→0 Re Zd = Rd/3 [17].
Les évolutions du critère χ2 avec ρ et γ et la courbe de contour tracée pour χ2 = 1 % ont
été tracées (Fig. 10). L’analogie entre les courbes des Figs. 10 et 8 peut être remarquée.

Sur la Fig. 10 ont été reportés les points représentatifs des graphes des impédances
de la Fig.2. Seul le cas (a) est dans la zone de confusion des graphes d’impédance.



C-221

-2

0

2
log T -2

0

2

log Ρ

0

10Χ2

-2

0

2
log T

-3 -2 -1 0 1
log T

-1

0

1

2

3

lo
g
Ρ Χ2< 1%

a

b

c

Fig. 10 – Représentation tri-dimensionnelle de l’évolution du critère χ2 et zone de non-
discernabilité pratique entre les circuits de Randles pour l’impédance de diffusion restreinte,
calculée pour χ2 < 1%.

5 Conclusion

On a montré que deux circuits électriques, de structures d’impédance différentes
(donc discernables du point de vue théorique), pouvaient avoir des graphes d’impédance
non discernables en pratique. Les circuits étudiés ont pour structures celle du circuit
électrique de Randles où le condensateur de double couche est branché sur l’ensemble
de l’impédance faradique et celui de Randles modifié où le condensateur de double couche
n’est branché que sur la résistance de transfert. Les circuits ont été étudiés dans le cas
d’une impédance de diffusion semi-infinie, diffusion-convection et diffusion restreinte. Un
critère de comparaison des graphes d’impédance, analogue aux critères quadratiques uti-
lisés en identification paramétrique, a été introduit. Les conditions d’identité des graphes
(c.-à-d. d’indiscernabilité pratique) des deux types de circuit ont été étudiées.

Une telle étude, bien sûr plus ou moins difficile selon les cas, reste à faire pour toutes
les impédances faradiques des réactions électrochimiques candidates à l’interprétation
de résultats expérimentaux.
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