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Résumé

Les CPE (éléments à phase constant d’impédance ZCPE = 1/(Qsαf ) sont largement
utilisés pour interpréter les résultats expérimentaux de SIE en raison de la commercial-
isation de logiciels d’exploitation de données de SIE. Il est connu depuis longtemps
que différents circuits électriques équivalents peuvent expliquer des données de SIE
de la même manière puisqu’ils présentent des impédances identiques à toute fréquence
(circuits électriques non-discernables). Des circuits électriques équivalents comprenant
deux CPE sont considérés dans cette communication. On montre que des circuits non-
discernables comprenant deux CPE d’exposants égaux peuvent devenir discernables,
tout au moins théoriquement, lorsque les valeurs des exposants des CPE sont différents.
On discute de la discernabilité expérimentales de ces circuits.

51



Introduction

Les circuits électriques équivalents sont très, voire trop, largement utilisés pour ”ex-
pliquer” les données expérimentales de spectroscopie d’impédance électrochimique (SIE)
bien qu’il soit, selon certains, définitivement erroné d’analyser ces données en les ajustant
seulement à un circuit électrique équivalent [1]. Il est en effet connu depuis longtemps
que différents circuits électriques équivalents peuvent expliquer des données de SIE de
la même façon puisqu’ils présentent des impédances identiques à toute fréquence. Ces
circuits sont nommés circuits identiques [2], ambigus [3] ou dégénérés [4]. Nous les nom-
merions volontier ”circuits équivalents équivalents”, nous les appellerons de manière plus
neutre circuits non-discernables [5]. Des méthodes mathématiques classiques permet-
tent de déterminer systématiquement et de manière exhaustive les circuits électriques
d’immittances données [6].

Les problèmes de choix de circuits électriques contenant des CPE dont l’impédance
s’écrit [1, 7] :

ZCPE = 1/(Qsαf ) (1)

où Q est le paramètre du CPE, αf l’exposant du CPE, s = jω et ω la pulsation, ont
rarement été abordés jusqu’à présent. On peut néanmoins citer une étude de corrosion
[8], ou celle du Zirconium [9]. Des formules de transformation entre des paires de circuits
non-discernables ont été données pour des circuits constitués de deux sortes d’éléments
sélectionnés indépendamment parmi des résistances, condensateurs, inductances, élé-
ments de Warburg ou éléments à phase constante (CPE) [4].

Les CPE correspondent à différents phénomènes électrochimiques : double couche,
adsorption etc. On peut citer, de manière non exhaustive, comme exemple de circuits
électriques équivalents comprenant au moins deux CPE d’exposants différents : les
circuits électriques équivalents proposés lors de l’étude du dégagement d’hydrogène sur
métal amorphe [10], celle d’électrode d’hydrure métallique [11] ou celle du couplage
galvanique entre zinc et acier dans une solution alkaline [12], l’étude de l’oxydation
d’alliages Ni-Co en sel fondu [13], celle de l’insertion du potassium dans des électrodes
de KC8 [14].

Les CPE sont largement utilisés en raison de la commercialisation de logiciels d’ex-
ploitation des données de SIE [15, 16]. Des circuits électriques équivalents comprenant
deux CPE sont considérés dans cette communication. On montre que des circuits non-
discernables comprenant deux CPE peuvent le devenir, tout au moins théoriquement,
lorsque les valeurs des exposants des CPE sont différentes.

Discernabilité théorique

Considérons les deux circuits électriques équivalents de la Fig. 1 Le symbole des
CPE est tiré de [17]. Les deux circuits sont non-discernables lorsque les CPE sont des
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condensateurs (αfij = 1) [3, 4]. Les impédances des circuits 1.1 et 1.2 de la Fig. 1 sont
donnés par :

Q21

Q11

R11 R12

Q12

Q22

Circuit 1 Circuit 2

Figure 1: Circuits électriques équivalents comprenant deux CPE.

Z1 =
1 + sαf11 Q11 R11 + sαf21 Q21 R11

sαf21 Q21 (1 + sαf11 Q11 R11)
(2)

Z2 =
1 + sαf22 Q22 R12

sαf12 Q12 + sαf22 Q22 + sαf12+αf22 Q12 Q22 R12
(3)

Pour αf11 = αf21 = αf1 et αf12 = αf22 = αf2 on obtient :

Z1 =
s−αf1 +Q11 R11 +Q21 R11

Q21 (1 + sαf1 Q11 R11)
(4)

Z2 =
s−αf2 +Q22 R12

Q22 +Q12 (1 + sαf2 Q22 R12)
(5)

Les relations que doivent vérifier les valeurs des composants des deux circuits pour
que ceux-ci soient non-discernables, c’est-à-dire tels que Z1 = Z2, quelle que soit la
fréquence, s’obtient en mettant les Éq. (4) et (5) sous forme normalisée [5] puis en
égalant les termes correspondants. Elles s’écrivent :

αf1 = αf2 (6)

Q11 R11 +Q21 R11 = Q22 R12 (7)

Q21 = Q12 +Q22 (8)

Q11 R11 =
Q12 Q22 R12

Q12 +Q22
(9)

Les Éq. (7), (8) et (9), sont les mêmes que celles que l’on obtient pour des conden-
sateurs (αfij = 1). Les circuits 1.1 et 1.2 sont par conséquent non-discernables par SIE
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pour des CPE d’exposants égaux comme le sont ces deux circuits lorsque les CPE sont
remplacés par des condensateurs [18].

Les Éq. (7), (8) et (9) constituent un système non-linéaires de trois équations à
trois inconnues. Les formules de transformation suivantes sont tirées par résolution de
ce système à l’aide de la fonction Solve de Mathematica [19]. Elles s’écrivent :

circuit 1.2 → circuit 1.1

R11 =
Q22

2 R12

(Q12 +Q22)
2 (10)

Q11 = Q12 +
Q12

2

Q22
(11)

Q21 = Q12 +Q22 (12)

circuit 1.1 → circuit 1.2

R12 =
(Q11 +Q21)

2 R11

Q21
2 (13)

Q12 =
Q11 Q21

Q11 +Q21
(14)

Q22 =
Q21

2

Q11 +Q21
(15)

Les Éq. (13), (14) et (15) peuvent se déduire des formules de transformation données
par Fletcher [4].

Lorsque les paramètres de dispersion αf1 et αf2 sont différents les deux circuits sont
constitués de trois sortes de composants et les formules de transformation et (10), (11)
et (12) et (13), (14) et (15) ne sont plus utilisables. Il n’est plus possible d’écrire un
système d’équations tel que Z1 = Z2 quelle que soit la pulsation ω puisque les puissances
de s des numérateurs et dénominateurs ne sont pas identiques dans les impédance Z1 et
Z2 (Éq. (2) et (3)).

Discernabilité expérimentale

Une étude numérique a été effectuée afin d’étudier les conséquences de la discern-
abilité ou de l’indiscernabilité sur la possibilité de choix de circuits à partir de données
expérimentales. Soit la Fig. 2 où sont présentés les graphes dans le plan de Nyquist et
dans celui de Bode (module) de l’impédance du circuit 1.1 calculée pour :

R11 = 1Ω; Q11 = 10−4 uQ (1);αf11 = 0.8; Q21 = 10−2 uQ; αf21 = 0.8
1uQ = F cm−2 sα−1
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c’est-à-dire pour des CPE dont les exposants sont égaux et des circuits 1.1 et 1.2 non-
discernables.

Les points portés sur la Fig. 2 seront considérés par la suite comme des données
expérimentales synthétiques. On se propose de déterminer les valeurs des paramètres
des circuits électriques de la Fig. 1 à partir de ces données expérimentales synthétiques.
Une méthode d’identification paramétrique du logarithme du module de Z (fonction
NonlinearRegress de Mathematica [19]) a été utilisée. Les valeurs des paramètres des
circuits sont déterminés par minimisation du critère quadratique χ2 défini selon :

χ2 =
∑

i

(log | Zi,exp | − log | Zi,th |)2 (16)

où les Zi,exp sont les valeurs expérimentales synthétiques et les Zi,th sont les valeurs
théoriques calculées pour les circuits 1.1 et 1.2.

Circuits non-discernables

Les données synthétiques sont tout d’abord considérées comme exemptes d’erreur
de mesure. Les résultats de l’identification ainsi que les précisions de détermination des
paramètres, déterminées à partir de l’intervalle de confiance à 95 %, sont présentées
dans le Tab. 1 en prenant successivement comme expression théorique l’impédance du
circuit 1.1 puis celle du circuit 1.2. Les valeurs des χ2, très faibles dans les deux cas,
présentent un écart important selon le circuit (≈ 105). Elle est plus élévée dans le cas
du mauvais circuit. Les précisions de détermination des paramètres sont 10 fois plus
mauvaises pour le circuit 1.2. Les Fig. 2 comparent les graphes théoriques et les données
expérimentales synthétiques. Les courbes théoriques correspondantes aux deux circuits
tracées dans le plan de Nyquist et dans celui de Bode sont superposées. Les valeurs
exactes des composants du circuit 1.1 sont déterminées (Tab. 1). Les valeurs obtenues
par identification paramétrique pour le circuit 1.2 sont égales aux valeurs que l’on peut
calculer avec les Éq. (13), (14) et (15) :

R12 = 1.0201Ω; Q12 = 0.990099 10−4 uQ; Q22 = 0.990099 10−2 uQ

Il n’est donc pas possible, même en tenant compte de l’écart des χ2 observé pour les
deux circuits, de déterminer si les données ont été obtenues à partir du circuit 1.1 ou
1.2, en accord avec leur non-discernabilité théorique.

Des données expérimentales ne sont jamais totalement exemptes de bruits expérimen-
taux et la présence de ces bruits relève le niveau minimal du χ2 que l’on peut espérer
atteindre par identification paramètrique [5]. Un bruit aléatoire de 5 % d’amplitude
maximale a été ajouté à chaque fréquence à la partie réelle et imaginaire de l’impédance
(Fig. 3) [17]. Les résultats obtenus (Tab. 1) montrent que la présence d’un bruit de
mesure augmente considérablement la valeur du χ2 pour les deux circuits électriques. Les
χ2 deviennent égaux pour les deux circuits. La précision de détermination des valeurs
des paramètres diminue et devient équivalente pour les deux circuits. Les graphes des
impédances théoriques sont superposés dans le plan de Nyquist et dans celui de Bode
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Figure 2: Circuits électriques 1.1 et 1.2 non-discernables (αf11 = αf21). Graphes de l’impédance
dans le plan de Nyquist et dans celui de Bode (module). Points expérimentaux synthétiques non
bruités (points) et meilleures courbes théoriques pour les circuits 1.1 et 1.2.
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Figure 3: Circuits électriques 1.1 et 1.2 non-discernables (αf11 = αf21). Graphes de l’impédance
dans le plan de Nyquist et dans celui de Bode (module). Points expérimentaux synthétiques
bruités (points) et meilleures courbes théoriques pour les circuits 1.1 et 1.2.
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Circuit 1.1

Niveau du χ2 R11/Ω Q11/uQ αf11 Q21/uQ αf21

bruit/% ∆R/R ∆Q/Q ∆α/α ∆Q/Q ∆α/α

0 2.6 10−26 1.0 1.0 10−4 0.8 1.0 10−2 0.8
1.6 10−11 1.1 10−10 1.1 10−11 1.3 10−10 2.9 10−11

5 5.2 10−4 1.01 0.93 10−4 0.81 0.92 10−2 0.81
2.2 15 1.4 19 4.0

Circuit 1.2

Niveau du χ2 R12/Ω Q12/uQ αf12 Q22/uQ αf22

bruit/% ∆R/R ∆Q/Q ∆α/α ∆Q/Q ∆α/α

0 2.8 10−21 1.0201 0.99 10−4 0.8 0.99 10−2 0.8
5.0 10−9 3.6 10−8 3.9 10−9 4.3 10−8 0.9 10−8

5 5.2 10−4 1.0 0.92 10−4 0.81 0.91 10−2 0.81
2.1 2.1 16 18 3.9

Table 1: Valeur des paramètres déterminées à partir des données expérimentales synthétiques
pour des circuits théoriquement non-discernables. Les précisions ∆X/X/% sont déterminées à
partir de l’intervalle de confiance à 95 %.

Circuit 1.1

Niveau du χ2 R11/Ω Q11/uQ αf11 Q21/uQ αf21

bruit/% ∆R/R ∆Q/Q ∆α/α ∆Q/R ∆α/α

0 2.6 10−26 1.0 1.0 10−4 0.70 1.0 10−2 0.9
1.1 10−11 1.9 10−10 2.0 10−11 1.7 10−10 3.2 10−11

5 2.6 10−4 1.0 0.91 10−4 0.71 0.82 10−2 0.93
1.2 21 2.1 17 3.1

Circuit 1.2

Niveau du χ2 R12/Ω Q12/uQ αf12 Q22/uQ αf22

bruit/% ∆R/R ∆Q/Q ∆α/α ∆Q/R ∆α/α

0 2.6 10−7 1.0 1.0 10−4 0.69 1.0 10−2 0.89
0.037 0.7 0.07 0.6 0.11

5 2.6 10−4 1.0 0.92 10−4 0.71 0.83 10−2 0.93
1.2 21 2.1 17 3.1

Table 2: Valeur des paramètres déterminés à partir des données expérimentales synthétiques
pour des circuits théoriquement discernables. Les précisons ∆X/X/% sont déterminées à partir
de l’intervalle de confiance à 95 %.
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(Fig. 3 ). Les deux circuits 1.1 et 1.2 sont donc bien expérimentalement non-discernables
lorsque les exposants des CPE sont égaux.

Circuits discernables

Lorsque les paramètres de dispersion αf1 et αf2 sont différents les deux circuits sont
constitués de trois sortes de composants. Il est alors possible d’essayer de déterminer
quel est le bon circuit à partir de données expérimentales. Les graphes dans le plan de
Nyquist et dans celui de Bode (module) de l’impédance du circuit 1.1 calculée pour :

R11 = 1Ω; Q11 = 10−4 uQ; αf11 = 0.7; Q21 = 10−2 uQ; αf21 = 0.9
sont présentées sur la Fig. 4. Les deux paramètres de dispersion sont différents ce qui
rend les circuits 1.1 et 1.2 théoriquement discernables.

La méthode de détermination des valeurs des paramètres précédemment décrite a
été utilisée tout d’abord avec des données expérimentales idéales puis avec des données
expérimentales synthétiques bruitées. Les valeurs obtenues et les précisions de déter-
mination des paramètres sont données dans le Tab. 2 pour les deux circuits 1.1 et
1.2 considérés successivement. Les Fig. 4 et 5 comparent les graphes théoriques et
les graphes expérimentaux. Les valeurs nominales sont déterminées exactement pour le
circuit 1.1. L’accord entre les courbes théoriques et expérimentales est très bon. Pour
des données idéales la valeur du χ2 pour le circuit électrique 1.2 est 1019 plus grande
que celle obtenue pour le circuit 1.1.

Mais les valeurs des paramètres obtenues permettent de tracer des courbes théoriques
qui sont visuellement identiques aux courbes calculées avec le circuit 1.1. Les précisions
sont aussi plus faibes pour le second circuit (≈ 1010 fois plus grand). Ces résultats
montrent que la discernabilité théorique des deux circuits se traduit par une discernabil-
ité pratique pour des données non bruitées. L’accord visuel des courbes est analogue,
mais la valeur du χ2 est plus grande et la précision de détermination plus faible pour le
mauvais circuit 1.2.

Les résultats de l’identification paramétrique sont présentés pour les deux circuits
dans le Tab. 2 pour des données bruitées. Les deux valeurs de χ2 deviennent égales
ainsi que la précision de détermination des paramètres. Dans ces conditions en l’absence
d’une information a priori sur la structure du circuit il ne sera pas possible de choisir
l’un ou l’autre des deux circuits électriques. Les deux circuits sont donc en pratique
non-discernables comme le montrent les deux graphes de la Fig. 5 qui se superposent.

Lorsque l’on remplace dans les circuits indiscernables 1.1 et 1.2 les condensateurs par
des CPE la non-discernabilité est théoriquement levée. Cette discernabilité théorique
n’évite pas tout risque de confusion lors de l’exploitation de donnés expérimentales.
Lorsque ces données sont exemptes de bruit la comparaison des χ2 ou des intervalles de
confiance peuvent être employés comme critère de choix de circuit électrique équivalent
mais l’accord visuele entre les deux courbes théoriques et les points experimentaux
est total. Lorsque les données expérimentales sont bruitées le χ2 et la précision de
détermination des paramètres ont alors des valeurs comparables et ne peuvent plus
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Figure 4: Circuits électriques 1.1 et 1. 2 discernables (αf11 �= αf21). Graphes de l’impédance
dans le plan de Nyquist et dans celui de Bode (module). Points expérimentaux synthétiques non
bruités (points) et meilleures courbes théoriques pour les circuits 1.1 et 1.2.
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Figure 5: Circuits électriques 1.1 et 1.2 discernables (αf11 �= αf21). Graphes de l’impédance
dans le plan de Nyquist et dans celui de Bode (module). Points expérimentaux synthétiques
bruités (points) et meilleures courbes théoriques pour les circuits 1.1 et 1.2.
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être utilisées comme critère de sélection de diagramme. L’accord visuel entre points
expérimentaux et courbes théoriques n’est pas un critère suffisant de choix de circuit.

Conclusion

Lorsque l’on remplace dans des circuits non-discernables contenant au moins deux
CPE d’exposants égaux (par exemple des condensateurs) par des CPE d’exposants
différents, la non-discernabilité peut être théoriquement levée. Cette discernabilité
théorique n’évite pas tout risque de confusion lors de l’exploitation de données expé-
rimentales. Lorsque ces données sont exemptes de bruit la comparaison des χ2 ou
des intervalles de confiance peuvent être employés comme critère de choix de circuit
électrique équivalent. Lorsque les données expérimentales sont bruitées le χ2 et les
intervalles de confiance des paramètres ont alors des valeurs analogues et ne peuvent
plus être utilisées comme critère de sélection de circuit. Cet exemple montre que deux
circuits électriques théoriquement discernables ne le sont pas forcément en pratique et
peuvent être utilisés indifféremment pour expliquer des données expérimentales. Seules
des données parfaites permettraient de distinguer entre les deux circuits.

La comparaison du résultats de l’identification de deux circuits électriques équiva-
lents non-discernables nous semble une méthode rationnelle pour aborder le problème
de caractérisation, c’est-à-dire de choix de modèle, lors de la procédure de modélisation
d’une réaction électrochimique, étape rarement discutée dans le littérature.
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