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Résumé

Lalimitation de la cinétique des réactions électrochimiques par le transport de matiére se
traduit par des expressions de I'impédance faradique de la réaction contenant des termes
tanh (tjw)Y2/(tjw) Y2 et/ou coth (tjm)Y2/(tjw)L2 ainsi que de la combinaison de ces ter-
mes. Des développements en produits infinis de ces termes sont connus. On montre I’in-
térét de ces dével oppements.
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Introduction

Pour une espece éectroactive X consommée ou produite al’ interface électrode | ectrol yte,
larésolution dans le plan de Laplace de I’ équation aux dérivées partielles (EDP) de trans-
port par diffusion :

X(x,t)/ot = Dx 92X (x,t)/ox2 (1)
ou Dx est le coefficient de diffusion de I’ espece X menea[1] :

X(0,p) = X*/p + Mx(p) Ix(0,p) @)

ol X* est laconcentration initiale en X supposée indépendante de la coordonnée d’ espace
et Jx(0,p) latransformée de Laplace du flux interfacial en X. L’ expression de My dépend
des conditions aux limites du transport de matiére, ¢’ est-a-dire de la géomeétrie du proble-
me. Selon que |’ on considere une condition limite a une distance finie sur la concentration
(X(8,p) = X™ : conditions de Nernst approchée ou non) ou sur son flux (Jx(8,p) = 0 : dif-
fusion restreinte), M a pour expressions :

Mx (p) = (/mx) th (tp)V2/(zp)/2 3

ou bien:
Mx (p) = (1/mx) coth (tp)V2/(tp)/2 4
avec my = Dx/8 et T = 82/Dx, ol Dx est le coefficient de diffusion de X, supposé constant

et 0 lalongueur caractéristique de son transport.

L e développement en produit de th (tp)Y2/(tp)Y2 s écrit [2] -

1 1 + 1p/(km)?2
th (tp)V2/(tp) /2 = Ik k=100 ©)
1+ dpii2 1+ {42k + D]
ou bien:
1+ tpl(km)2
th (tp)V2/(tp) V2 = Ty k=100 (6)

1+ {4tp/[(2k — D)r] 2}

Des dével oppements anal ogues peuvent étre écrit pour le cas de ladiffusion restreinte (éq.
4).
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Application en spectroscopie d’impédance électrochimique

Lorsdu calcul de I'impédance faradique d’ une réaction é ectrochimique mettant en jeu une
limitation par le transport de matiére d’ une espece électroactive X, |’ éguation (1) devient,
en supposant nulle les conditions initiales sur les perturbations :

AX(0,p) = Mx(p) AJx(0,p) (7)

ce qui permet, aprés avoir écrit correctement I’ expression liant le flux interfacial de |’ espé-
ce X et les vitesses des différentes étapes de la réaction électrochimique, de déterminer
I’ expression analytique de I'impédance faradique puis de tracer le graphe de celle-ci apres
avoir remplacé p par j® ou o est la pulsation de la modulation. En tronquant les expres-
sion (5) et (6) (k =1.. nou n est I’ordre de I’ approximation) on remplace une expression
anombre infini de pdles par une expression a nombre fini de pdles, ce qui facilite par ex-

emple, les études de stabilité. Lafigure 1 présente les graphes de th (tp)Y2/(tp)L/2 et des
deux approximations jusqu’a I’ ordre 8. L’accord en module entre les courbes approxi-

mées al’ ordre 8 et les courbes non approximées s’ étend jusqu’ a w/oc = 103,
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Fig. 1. Comparaison des graphes de th (tp)1/2/(tp)1/2 (traits pointillés) et des approxima-
tions d’ordre variant de 1 & 8 (traits continus).
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Lafigure 2 présente I’ évolution avec I’ ordre de I approximation de la fréquence ca-
ractéristique relevée au minimum de la partie imaginaire. A I’ ordre 5 la précision de déter-
mination est voisine de 0,1 %, pour les deux approximations. On retient par la suite le dé-
veloppement donné par I’ équation 5 qui présente I’ avantage de tendre vers zéro avec la
pulsation, quel que soit I’ ordre de I’ approximation.
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Fig. 2 : Evolutions des pulsations caractéristiques avec |’ ordre des approximations. Trait
continu horizontal : pulsation caractéristique de th (p)V/2/(1p)V/2 (weT = 2,541).

Une méme étude pourrait étre effectuée dans le cas d’ un support imperméable a une espe-
ce apartir du développement en produit infini de I’ expression (4).

Application en voltampérométrie linéaire, transformation d’'EDP en EDO
Le développement de M en produit infini se décompose en ééments simples selon :
mx Mx(p) = 2k Ri/(p—A) ; k= 1.0 (8)
et I’équation (2) s écrit alors:
X(0,p) = X*/p + (Umx) Ix(0,p)Zk Ri/(p— k) = X*/p+ T Xk(0,p) ; k=1..c0 (9)
o Ak est le keme pdle de (4) et Rk le résidu correspondant avec
Xk(0,p) = (Umx) Ix(0,p) Ri/(p — k) (10)

La méthode des fractions partielles de réalisation des fonction de transfert permet de dé-
duire n équations différentielles ordinaires d’ une fonction de transfert a parametres locali-
sésd ordre n [3]. En réécrivant (10) selon :

(P —2k) Xk(0,p) = RkIx (O,p)/mx (11)
ontire:

PXk(0,p) = AkXk(0,p) + Ricdx (0,p)/mix (12)
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puis en revenant dans le plan tempore :
dXk(0,t)/dt = McXk(0,t) + ReJIx (O,t)/myx (13)

en supposant nulle les conditions initiales sur Xk (Xk(0,0) = 0). L’EDP (1) est alors re-
mplacée par une infinité d’ équations différentielles ordinaires (EDO). Apres résolution
numeriques des EDO on peut calculer la concentration interfaciale de I’ espece X selon
4):

X(0,t) = X"+ Xy Xk(0,t) ; k= 1.0 (14)

Cette méthode est utilisée pour smuler le comportement de laréaction redox O + ne <> R
étudiée par voltampérométrie linéaire sur une éectrode a disque tournant. Les égquations
cinétiques et de transport s écrivent :

if(t) = — F(k°{ O(0,t) exp [~ ounf(E — E° —vpt)] — R(O,t) exp [aonf[(E—E° —vpb)]})  (15)
X (X,1)/ot = Dx 02X (x,t)/ox2 =V (X)oX (x,t)/ox ; X =O, R (16)

ou V(x) est lavitesse axiale de |’ électrolyte provoquée par larotation de I’ électrode. Les
égquations (16) peuvent étre résolues par des méthodes numériques telles que différences
finies, résolution numérique d' équations intégrales etc [4]. En posant :

X(0) = X*+ T Xi(0) ; k=1..00: X =O, R (17)

et en utilisant la méthode précédente les Ok(0,t) et les Rk(0,t) sont solutions des EDO sui-
vantes:

dOK(0,)/dlt = AkOK(0,t) + RiJo(0,8)/mo = AkOk(0,t) — Riif(Y)/(FMo)] (18)
dRk(0,)/dt = MR(0,1) + RiJR(0,0)/MR = AkRi(0,t) + Ryfif(1)/(FMR)] (19)

Le systeme d' EDO peut étre résolu numériguement pour un ordre d’ approximation don-
né. Il est nécessaire de déterminer les pbles Ak et les résidus Rk al’ ordre choisi, ce qui
peut étre fait en utilisant un logiciel de calcul formel tel que Mathematica[5]. A titre o ex-
emple la décomposition en éléments simples de I’ approximation al’ ordre 3 :

(1 +tp/m?) [1 + tp/(4n2)]

th (1p)V2/(tp)V2 ~ (20)
(1 + 4tpin) [1 + 41p/(9n2)] [1+ 4tp/(25n2)]

S écrit :
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3375 12 7875 12 14175 n2
= + + (21)
4096(7‘t2 + 41p) 8192(91‘E2 + 41p) 8192(25752 + 41p)

Le systéme d' EDO peut serésoudre al’ aide de lafonction NDSolve de Mathematica. Les
figures 3 et 4 présentent |es voltampérogrammes obtenus pour un systéme redox nernstien
avec, lorsque les coefficients de diffusion des espéces O et R sont égaux :

y = if(®)/[NFO"(nfvpDo) Y] ; € = nf[E() — E°oR] (22)
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Fig. 3 : Evolution des voltampérogrammes avec |’ ordre de |’ approximation (n variant de 2
a 10) pour deux vitesses de rotation de I’ électrode : €/rds-1 = 10 (gauche), 100 (droite).
O*=105molcm-3;R*=0molcm3; k>=1cms1;E°=0V; o= 05; Do=DRgr=
106cmsl;v=102cmsl; vp=1Vsl

~0.44 *
-0.4469 o o099 .
N . Lt -06 .
s G ° .
° S e
~048 1109 * ® 2 o o o
-12
4 8 4 8
n n

Fig. 4 : Evolution des courants et des tensions de pic des voltampérogrammes avec |’ ordre
de I’approximation pour deux vitesses de rotation de I'électrode : Q/rd s-1 = 10 (petits
points), 100 (gros points).
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Lafigure5 présente I’ évolution des voltampérogrammes lorsque la vitesse de rotation de
I” électrode augmente.
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Fig. 5: Evolution des voltampérogrammes avec la vitesse de rotation de I’ électrode. Ordre
de I’approximation n = 15, Q/rd s-1 = 100, 250, 500, 750, 1000. Autres parametres comme
figure 3.

Cette méthode est utilisable pour les mécanismes réactionnels dont les équations ci-
nétiques combinent des EDP et de EDO tel que laréaction d’ éectrosorption qui s écrit :

Ko
A-+so As+ e Ky(t) = ko exp [0fE(N)] 5 Ki(t) = Ky exp [— o fE(L)] (23)
Ky

Lorsque I’ on tient compte de I’ appauvrissement interfacial en anions les égquations cinéti-
ques s écrivent :

i¢(t) = Fv(t) = FTdOA(t)/dt (24)
V(t) = Ko(t) AT(O,t) TB(t) — K((t) TOA(t) (25)
Td8A(0)/dt = v(t) (26)

L’ équation de transport de I’ anion et I’ équations de continuite :
OA-(X,1)/ot = Da- 02A~(X,1)/0x2 — V (X)0A—(X,t)/0x (27)
Ja~0,) =—v(t) (28)

se transforment en les EDO suivantes :
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dA(0,0)/dt = MAK(O,1) + RiJa—0,)/ma—= MAK(0,) — R[isO/(Fma)]  (29)
avec:
A=(0,t) = A=+ Z A(0) : K = L..c0 (30)

Le systeme d’ égquation (24, 27) qui comprend donc a la fois une EDO et une EDP se
transforme donc en un systeme d' EDO de dimension n + 1 en utilisant la méthode précé-

dente. Il est alors possible de résoudre numériquement le systéme d’ EDO. La figure 6
présente les résultats obtenus. La forme du pic est caractéristique d'un pic
d'éectrosorption pour un transfert éectronique irréversible et compare le voltampérogram-

me obtenu en tenant compte ou non de I’ appauvrissement interfacial en anion.
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Figure 6 : Voltampérogrammes a 25 °C pour la réaction d’électrosorption. I' = 10-9
mol.cm2; ko= 1mol cm3s1; k = 105s1; 0= 05; f =40; Dao-= 106 cm2 sl v=
102cm2s1; Q=50rds1;vy=10-2Vs-1 haut : A= = 10-5 mol cm-3. Traits pointil-
|és : appauvrissement interfacial néglige. y(t) = if(t)/(FfI'vp).
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